DE LA PRUEBA DEL 9

Obrar esfé&cil, pensar es dificil; obrar
segUn se piensa es aln mas dificil.
Goethe

Recuerdo, de mi época de edtudiante de educacion primaria, cuando estaba
gorendiendo a mangar los dgoritmos de la multiplicacion y la divisén entera por
defecto de nimeros naturdes, que la monjalmaestro, para corregirnos las cuentas,
trazaba en un pape un par de lineas rectas que se cortaban, formando como un aspa. A
continuacion, empezaba a comentar algo para Sl y después apuntaba una cifra en uno de
los angulos, y seguia haciendo lo mismo hasta que colocaba eso, una cifra, en cada uno
de los cuatro angulos que dli habia La prueba del nueve, decian que hecia, y parecia
que con €ela decidia 9§ d resultado de aquellas operaciones que habiamos hecho era
correcto o no. El caso es que la ta prueba a mi me tenia aducinado. No comprendia
cdmo se podia saber con agudla ceeridad s aquello estaba bien o ma, mas con €
trabgo que me costaba resolver aguel tipo de operaciones y d tiempo que en dlo
echaba.

También, recuerdo haber preguntado en aguella época a amigos y conocidos
cdmo se gplicaba aquel test de cdidad, pero, aunque todo @ mundo lo conocia de
nombre, nadie de mi entorno parecia estar en € secreto de su aplicacion. No recuerdo
haber preguntado nunca a ninguno de mis maestromonjas sobre la famosa prueba;
consderaba peligroso hacerlo, ya que, aunque nunca nadie nos habia puesto en €
secreto de su golicacion, igud habia que estar en @ y con la pregunta descubria mi
ignorancia; y, precisamente, por ignorar ta conocimiento, cabia la posbilidad de recibir
un cero, una buena reprimenda y quedar cagtigado hasta las dos. Asi que nunca me
arevi a preguntar a las dtas indancias por agudlo. Y fueron pasando los cursos, fui
desinteresindome por la dichosa pruebay con € tiempo me olvidé de ela

Todo iba sobre ruedas hasta € verano pasado, en que un conocido mio, en una
tertuliadonde sdieron arelucir cosas de nuestrainfancia, me hizo la gran pregunta

-¢'Acuérdaste de qu habia un méodo pa sdber rdpidamente s una
multiplicacion o una divison taba bien fecha?"

-"Si, laprueba'l nueve" -ledije.

-"¢Como sefacia?’ -me pregunto.

-"Non 8, ademés, nuncasupe.”" -respondi.

-"¢Quéye, qu' ahora paser profe Matemédtiques non fai falta saber la prueba 'l
nueve?' -me solto con cachondeo.

-"Yavescomota'l mundu.”" -le contesté, sn més explicaciones.

Y después de aqud largo intervalo de afios de haber vivido feiz, sn haberme
acordado para nada de €la, volvio a sdir a rducir la innomingble. Y decidi que tenia
gue enterarme de una vez cdmo se aplicaba la diabdlica prueba, ya no vaia disculpa
ninguna. As que empecé la investigacion intentando locdizar bibliografia sobre € tema
y no encontré ninguna recurri a Internet y tampoco encontré nada que Sirviera a mis
propésitos; y pregunté a profesores que conocia, pero nadie me soluciond la cuestion, €
caso es que todos la habian visto aplicar en su infancia, e incluso decian haber sabido en
su momento Uutilizarla, pero era una cuestion que habia pasado a olvido por su fdta de
gplicacion en d nive de las Mateméticas que en |os ingitutos tenemos que ensefiar.

Después de un tiempo de pesquisas infructuosas, me acordé de un amigo mio
que estaba jubilado de maestro. El seguro que si sabria, pensé; @ problema era que por
aquella época no nos velamos mucho. Y pasd una larga temporada hasta que



coincidimos en una Sdreria a la que habiamos acudido a ver @ fatbol por la tele.
Cuando acab6é € patido, le pregunté por @ asunto e inmediaamente cogié una
servilleta de papd de bar, sacd un boligrafo y puso dli, sobre la marcha, una
multiplicacion, que efectud. Inmediatamente, trazd € aspa de marras y empezd con €
mecanismo de la archifamosa prueba, mientras me iba explicando lo que iba haciendo.
Findizada ésta, cogio otra servilleta e hizo todo € proceso con una divisén. Y cuando
acabd le dije con satisfaccion:

-"iPor finl, non sabes los afios que me costo enterame d' esto. Menudu pesu que
m' acabas quitar d' enriba.”

Y con aguello quedd satisfecha mi curiosdad -de momento, luego se vera que
no, que € asunto teniasu miga-.

Los gemplos que puso fueron uno de multiplicar y otro de dividir:

257833
x 59
M
2320497
1289165 P M.m
m
15212147

74309816 | 576
1670 12901
5189
00581
0056

Y lo que hizo y me fue explicando fue:

En lamultiplicacion:

P=15212147° 1+5+2+1+2+1+4+7 =23° 2+3=5

M =257833° 2+5+7+8+3+3=28° 2+8=10° 1+0=1
m=59° 5+9=14° 1+4=5

Y como en toda multiplicacion Producto (P) = Multiplicando (M) x Multiplicador (m),
apuntd en € angulo izquierdo 5, correspondiente a P; en @ superior 1, correspondiente a
M; en € inferior 5, correspondiente am; y en @ derecho 5, correspondienteaM . m. Y
como & nimero que ecribio en los angulos izquierdo y derecho coincidian (P=M . m),
dio lamultiplicacion como bien hecha

En ladivison:

D = 74309816 ° 7+4+3+0+9+8+1+6=38° 3+8=11° 1+1=2
d=576° 5+7+6=18° 1+8=9° 0

C=12901° 1+2+9+0+1=13° 14+3=4

r=56° 5+6=11° 1+1=2



(Entendiendo € simbolo ©, en este caso, como : "dgan € mismo resto d dividirlos entre
9)

Teniendo en cuenta que Dividendo (D) = Divisor (d) x Cociente (C) + Resto (r),
ecribio 2 en @ angulo izquierdo, correspondiente a D; en € superior O, correspondiente
ad; 4 en € inferior, correspondiente a C; y 2 en € derecho, correspondiente ad . C + 1.
Y también coincidian los nimeros que habia escrito en los angulos izquierdo y derecho
(D =d. C+r), asi quedio como bien hechala operacion.

jAcabaramos! Al cabo de los aflos me habia enterado de cud era € mecanismo
de larequetefamosay muy ponderada prueba del nueve.

Aqudla tarde-noche en @ chigre no dio més de s, s hizo tarde y nos tuvimos
que marchar a casa. La verdad es que ya me habia enterado de como funcionaba
aquello, sdlo que no sabia por qué s sumaban las cifras de los nimeros, entre otras
cosas. |ba pensando en elo cuando me retiraba y, de repente, me acordé de que € resto
de dividir cudquier nimero naturd entre 9 es igud que la suma iterada’ de sus cifras,
hasta que esta suma sea menor que 9. "Per ehi deben dir los tiros' -pense-, e
inmediatamente empaté: "Claro, per eso-y llaman laprueba'l nueve. jBingo!"

Cuando subia en € ascensor hacia casa iba contento, pero sblo hasta cierto
punto, ya que en ese momento conocia € procedimiento, pero no su fundamento. Y me
propuse intentar demosirarlo en cuanto tuviese tiempo disponible.

El sdbado siguiente hacia un tiempo horrible, asi que decidi no sdir y ponerme
con la labor que me habia propuesto. La primera cuestion era demostrar por qué € resto
de dividir un nimero naturd entre 9 es igud que la suma iterada de sus cifras, hasta que
esta suma seamenor que 9. Por otra parte, d aplicar la prueba, en vez de multiplicar
M. mod. C se multiplicaban los restos de dividir My m entre 9 y lo mismo paady
C. También, pasaba lo mismo cuando operaba d . C + r. ¢Por qué pegaba ese cambiazo?
¢Eracorrecto? S o eratenia que demostrarlo, asi que empecé:

Proposicion 1

El resto de dividir un nimero naturd entre 9 esigua que € resto de dividir entre 9 la
suma de sus cifras.

DEMOSTRACION

()
Seaz=abc...tuvl N;nl N*:abc,...t,uv {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Al dividir zentre9
z=9.C+r,conCI N,rI N/r<9 (I
Por otra parte, descomponiendo z polindémicamente

z=al10"' +b.10"% + c.10™3 +...+ t.10° + u.10' + v.10° =

(n-1) (n-2) (n-3)
=(99...9.a+a) +(99...9. b+ b) +(99...9.c+C) +..+ (99. t +t) + (Q. U+ u) +Vv =



(n-1) (n-2) (n-3)
= (99...9. a+99..9.b+99..9.c+...+99.t+ 9. u) +a+b+c+..+t+u+v=
(n-1) (n-2) (n-3)

=9.(11...1. a+11...1.b+11...2.c+...+1l.t+u)+a+b+c+...+t+u+v
Parasmplificar, llamamos

p=11...1la+11...1b+11...1c+...+ 11t +ul N
sza+b+c+...+t+u+vi N

conlo que

z=9p+s ()

De()y (I):

9.C+r=9p+sh 9(C-p) =s-r

yllanandoC-p=mi NP s-r=9m
s=9ng +r c.q.d.

Consecuencias

1) Ss<9b m=0Us=r=a+b+c+..+t+u+v

S la suma de las cifras que componen un NUmMero es menor que 9, esa suma sera d resto
de dividir dicho nimero entre 9.

2) Sis=9p m=1Ur=0

S la suma de las cifras que componen un nimero es igud a 9, d resto de dividir dicho
nimero entre 9 es 0.

3) Sis>9Pb s =9m+r,conml N.Sendos=ab...unUs=a+b+...+u+n

S la suma (s) de las cifras que componen un nUmero es mayor que 9, se suman las
cifrasde s y las de las sguientes sumas €', S"'...) que resulten de repetir & proceso, en
U cao, hasta que dicha suma sea menor o igua que 9. Entonces, se aplica la
consecuencial 6 2.

.2
Corolario

Dados z1, zl N, § lasumaiteradadelas cifrasde z y z son iguaes, también lo son los
restosdedividir z1y z entre 9.

Lademostracion estrivid.

Proposicion 2

Sr,riyry sonlosrestosdedividir X +y, X ey entre 9, respectivamente, € resto de
dividirry + rp entre 9 esigud ar'.



DEMOSTRACION

Seanx,yi N

Al dividir x + y entre 9
X+y=9.C+r,conCI N;ri N/r'<9 (lll)
Al dividir x ey entre 9:

X=9.Cy +rq,conCil N;ril N/ <9
y=9.Co+rp,00nCol N;ral N/r2<9

Sumando miembro a miembro estas dos Ultimas iguadades y sacando € 9 como factor
comun

X+y=9,(C1+C))+ri+rp  (IV)
De (1) y (IV):

9.C'+r=9,(C1+C) +n+r;
bri+tr= 9.[C'- (C1 + Cz)] +r

Y comori+r3rbp C-(Ci+Cy))=nTN
ri+r=9.n +r' c.g.d.
Proposicion 3

Sr", riyry sonlosrestosdedividir x .y, X ey entre 9, respectivamente, € resto de
dvidirry . ro entre9 esigud ar".

DEMOSTRACION

Seanx, yi N

Al dividir x . y entre 9

X.y=9.C"+r",conC'T N; rr'i N/t"<9 (V)
Al dividir x ey entre9

x=9.Cy+r1,con Gl Nyl N/ri<9
y=9.Cy +rp,conCyl N;ral N/rp<9

Multiplicando miembro a miembro estas dos Ultimas igua dades

X.y= 81C1.Co +9C1.ro +9Co.ry +r11. 12



Sacando @ 9 como factor comun
X.y= 9.(9C1.C2 + Cqi.rp + Cz.l’l) +r1.02 (V|)
De (V) y (VI):

9.C"+r"=9.(9C1.Co + Cp.rp + Cour) +11. 12
P r1.r;=9[C"-(9C1.C; + Cr.r2 + Coury)] + 1"

Y comory. 123 1" b C"'—(9C1.Co + Cp.r2 + Corr) =n'T N
ri.ro=9.n" +r" c.q.d.

Y, con todo esto, quedaban dispadas mis dudas anteriores, pero, llegado a este
punto, me surgieron las dos preguntas definitivas. ¢Es aplicable la prueba a todos los
casos? ¢En caso de que lo sea, podemos saber, Sn lugar a dudas, aplicandola, 9 la
operacion correspondiente esta bien hecha?

A la primera pregunta se puede contestar afirmaivamente, ya que las
condiciones de las demodtraciones incluyen a todos los nimeros naturdes, en cudquier
circunstancia, paralas operaciones de multiplicar y dividir.

A la segunda pregunta no se puede contestar afirmativamente, como se deduce
de corolario de la proposicion 1. Veamodo con unos gemplos. volvamos con la
multiplicacion y la divisén a las que hemos gplicado la prueba anteriormente y que la
verificaron:

En d caso delamultiplicacion
257833 x 59 = 15212147

Supongamos que nos confundimos, dteramos € orden de dos cifras dd
producto, escribimos 15122147 en vez del anterior y aplicamos la prueba:

Es decir, la verifica, pero @ producto no es € correcto. Lo mismo ocurriria § damos
como producto 57111242 o cualquier otro nUmero en que la suma iterada de sus dfras
fuese 5, y edo aunque no contuviese las mismas cifras. Por gemplo, un nimero tan
distinto del verdadero producto como 1610672 también pasaria la prueba.

En d caso deladivisén
D =74309816; d = 576; C = 12901; r = 56

S dteramos d orden de las cifras del resto, quedariar = 65. Aplicando la prueba:



también la verifica, aunque @ resto no es d correcto. Hay infinidad de formas errdneas
con las que también se verificaria Por gemplo, 9 damos como cociente 3547 y como
resto 173, que no tienen nada que ver con los correctos, también pasarian la prueba. Lo
harian cuaquier cociente (C) y cuaquier resto (r') que cumpliesen: d. C' +r'° d. C +r.

En consecuencia

S una multiplicacion o una divisén no verifican la prueba dd 9, no estén
correctamente efectuadas estas operaciones. Luego, la condicion de que la verifiquen es
necesaria

S una multiplicacion o una divison veifican la prueba de 9, no queda
garantizado que esén correctamente efectuadas. Luego, la condicion de que la
verifiquen no es sUficiente.

"iPues, vaya iMenudu chascul" -me dije. Y me empecé a deprimir. No es
extrafio, d cabo de una pila de afios me habia enterado del mecanismo de aplicacion de
la mitificada, d menos por mi, prueba dd nueve, habia profundizado en la cuegtion y la
conclusion a que habia llegado era que no era irrefutable su sentencia. Y, claro, eta
circungtancia empezé a tener sus repercusones. ¢S non pueo fiame de la prueba 'l
nueve, como voi facdo de la prueba I' dgoddn, qu' € més chapucera y gocha?' -me
pregunté-. Y me converti en un escéptico.

No obstante, de aquella depre me recuperé rgpidamente. "Non hai mal que por
bien non vengd' -pensé para mi-. "Pue haber pasau que la non irrefutabilida de la prueba
hubiera siu beneficiosa n' dguna ocasion pa nosotros, los escolinos d aquella época, d
danos como bien feches adgunes multiplicaciones o divisones nes que nos hubiéramos
confundiu. E posible que pol su concursu e intermediacion nos hayamos llibrau de
dagué cagtigu, poxicon o regafiadidla. ¢Quién hubiera dichu d' aguela que taba siendo
una pergrande benefactoradel sufriu persond discente?"

Y aprovecho la circungtancia anterior para pedir que se erija un monumento a
"LaPruebadd 9", y un buen stio para hacerlo seriaLa Plaza de los Recuerdos'.

Reflexionesy aclaraciones

Cuando se empieza con dguna cuestion, por sencilla que ésta parezca, Sempre
se lian las cosas, y 10 que parece que se puede solventar rdpidamente suele complicarse;
y asl me pasd con este asunto de la prueba del nueve. Empecé, como digo, un sabado de
viento y lluvia, y para d domingo a mediodia ya tenia escrito € borrador, que dgé
reposar para volver a leerlo d cabo de unos dias con otra perspectiva. El jueves
Sguiente pase una copia a dos compafieras de departamento para ver qué opinaban
sobre lo que habia escrito y por aguello de que varios pares de 0jos ven mas que un solo
par. El domingo por la tarde me di cuenta de que uno de los supuestos que habia hecho
no era correcto y lo rectifiqué. Al cabo de unos dias, mis compafieras me aclaran y
puntuaizan unas cuestiones que tenia bagtante liadas -€ enunciado de la proposicion 1
era farragoso e impreciso, no era correcto; en otro lugar utilizaba un simbolo demasiado
adegremente, lo que podia dar lugar a confusion-.



Por otra parte, para amplificar los enunciados habia empezado a formularlos por
otra via, pero, en este caso, tenia que introducir una definicion -la congruencia (médulo
m)-; con esdo ganaba en sencillez d formular las proposciones, efectivamente, pero
introducia una cuestion que no habian edtudiado nuestros dumnos, a quienes, en
definitiva, va destinado todo esto; consulté a una compafiera y no me recomendo que lo
tratase de esa manera. También, en agun momento estuve tentado de montar todo esto
para la multiplicacion y divison de nimeros enteros, pero mi propdsito inicid no iba
por ese camino, asi que lo desestimé. Por aquel entonces me habia atacado la duda y €
deshnimo, y me apetecid abandonar. Durante los dos o tres dias dguientes fui
recuperando poco a poco € animo, volvi a ponerme con € tema durante aquel fin de
semana y lo di por concluido. Al otro sabado, 1o volvi a leer y le saqué agun defecto de
redaccion, que rectifiqué, y d lunes dguiente por la mafiana, mientras iba hacia d
ingtituto, decidi que tenia que hacer estas aclaraciones, ya que podia dar la impresion de
gue sacar a la luz este escrito habia Sdo como coser y cantar, y no me parecio
educativo.

Quiero comunicar con todo esto, Sn que s reacione elo con moraga de
ninguin tipo, que no es frecuente que ago, que no sea lluvia, granizo o nieve, nNos venga
caido del cieo; que cudquier trabgo necesta que se le dedique tiempo y esfuerzo
persond; que € trabgo suele ir acompafiado de confusones -0 fracasos y vudta a
empezar; y que, aunque e desdnimo nos asdte a veces, hay que recuperarse y seguir
avanzando con |o que Nos propusimos.

En otro orden de cosas, no fue nunca mi propdsito que me sdiese tan largo y
complicado esto. Cuando empecé a prepararlo para este destino, pensaba que iria a ser
més liviano y gpropiado como lectura para dumnos de ESO. No sdid asi, obviamente,
pero no encontré la forma de presentarlo més sencillo y con cierto rigor. En descargo,
pienso que tiene varios niveles de lectura, desde 1° de ESO hasta 2° de Bachillerato. En
todo caso, los lectores diréis.

Carlos Fernandez Martinez
(Profesor de Matematicas)

1 Iterar. Repetir.
2 Corolario. Proposicion que se deduce féacilmente de |o demostrado antes.



