¢QUE ES UN

La AXIOMATIZACION de una
teoria fue estudiada por
ARISTOTELES Yy perfectamen-
te plasmada en la concep-
cién de la Geometria de Eu-
cLIDES que nos legd en su li-
bro Los Elementos. Segin
esta forma clésica, una teo-
ria axiomatica sobre una re-
alidad es aquella que se or-
ganiza alrededor de un con-
junto de  CcoONCEPTOS
PRIMITIVOS de verdades de

Después de mas de 2.500 afios de crecimiento continuo en su saber, los matematicos de fi-
nales del siglo XIX y comienzos del XX entraron en una fase muy particular de reflexion
sobre lo que las mateméticas ‘eran realmente’. Comenzaron una introspeccion critica de su
saber para determinar qué estructura tenia la matematica, cudales eran sus fundamentos
o cudl era el alcance de este campo del saber. Conozcamos primero la estructura axio-
matica de la matematica, para conocer posteriormente la crisis de sus fundamentos.
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GortrLoB FREGE
(1848-1925)

A TEORIiA AXIOMATICA?

oTTLOB FREGE fue el

primer matematico

que se tomo en serio
la necesidad de conocer
el alcance logico de las
matematicas, es decir,
quiso conocer la res-
puesta a la pregunta
¢pueden las matematicas
reducirse a pura logica?
Su empenio lo desarrollé
en la formalizacién de la
aritmética, creando una

historia, resultd no ser co-
rrecta una vez que Fre-
ge la hubo acabado. Da-
vID HILBERT, de ideas muy
contrarias a las de Fre-
ge, con el que mantuvo
una correpondencia cien-
tifica muy disputada, fue

defensor también de la [}
axiomatizacion de las |

matematicas, aunque su
espiritu eramas abiertoy
ambicioso, si bien algo al-

tivo, que el del solitario
y hurafio Frege.

TEORIA INTUITIVA de con-
juntos que, ironias de la

tantes conceptos. Ademas
existen los AXIOMAS, unas
pocas verdades generales
que se aceptan como ver-
daderasy que no requieren
ser demostradas. Todas
las afirmaciones de la teo-
ria deben estar basadas en
los conceptosy los axiomas
y deben deducirse de ellos.
Este era el modelo de teo-
ria axiomatica de Frege.

pieza puede ser el Axi

1 PARALELA = EUCLIDES
PLANO

EucLIDES (FRAGMENTO DE ‘LA ESCUELA DE ATENAS’, DE RAFAEL DE SANZIO) =
F

os Elementos de Euclides desarrollan todo el conocimiento geométrico de su época bajo una estructura

axiomatica, la primera de la historia. Su teoria permanecio casi sin variacion hasta finales del siglo XIX.

Las reglas de la Geometria fueron durante todo ese tiempo las que se recogieron en su libro.
Siimaginamos la geometria -como cualquier otra parte de las matematicas- como un gran puzzle podemos
comprender el papel que juega cada elemento -axiomas, teoremas- en su desarrollo.

DEeriniCciON 1.
Un punto es lo
que no tiene
partes.

DEFINICION 12.
Un angulo agu-
do es el angulo
menor de un
recto.

TEOREMA. Los angulos de lados pa-

ralelos son iguales.
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Axioma 1. Dados
dos puntos cua-
lesquiera se pue-
de trazar una rec-
ta que los una.

INFINITAS PARALELAS =

AxiomA 1. Todos
los angulos rec-
tos son iguales
entre si.

DAvip HiLBERT
(1862-1943)

pesar de la aparente rigidez de un sistema

axiomatico, la libertad de cambiar, eliminar
las que se obtienen los res- 0 agregar axiomas es total para el matema-
tico. Otra cosa es que esos cambios permitan
generar la teoria sin errores y que tenga un al-
cance similar al de la teoria original. Una pieza
puede cambiar por completo el puzzle final. Esa

oma V de Euclides. De
los axiomas de Euclides,
el quinto fue siempre
controvertido. A pesar
de la aparente evidencia
que refleja durante si-
glos, se pens6 que podia
ser un teoremay no un
axioma, es decir, que se
podia deducir
de los res- =5 a

=
tantes y
que por;
tanto era
innecesa-
rio.

NINGUNA PARALELA =

. LoBACHESKY RIEMANN

Las piezas del ESsFERA
puzzle son SEUDOESFERA
los axiomas y finales del siglo XIX y de modo in-
los conceptos dependiente, Lobachevsky, Bolyai
principales °P ’ Eoyaly
1as DEFINICIO- Riemann se cues-

AxIOMA 5. Por un NES, como las tionaron qué sucede-

punto exterior a |jamaba Eu- ria si de los axiomas

una recta puede ¢lides. Obser- de Euclides cambia-

trazarse unaysolo ya qué sim- mos el quinto postu-

una recta paralela  ples son. lado y mantenemos

Los axiomas y de-
finiciones se ‘mez-
clan’ para producir
otras verdades de
la teoria: los
TEOREMAS.

ra la geometria?
da o, por lo con

TEOREMA. En un triangulo a lados -

iguales se oponen angulos iguales.

Los teoremas
obtenidos se
combinan
entre si para
producir nue-
vos teoremas
sobre la geo-
metria.

Algunos teoremas son
muy importantes y pasan
aengrosar los fundamen-
tosde lateoria.

La Geometria pasa a ser el
conjunto de verdades -teo-
remas- que son ciertas a
partir de estas reglas de
construccion. Toda verdad
que se deduzca de estas
reglas del juego debe acep-
tarse como verdadera.

los restantes. ¢Seria
posible que este nue-
Vo sistema de axio-
mas también explica-
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¢seria una teoria absur-
trario, sélo otra forma

de entender la geometria? Sus respues-
tas fueron asombrosas.

ara Bolyaiy Lo-

bachesky, el

quinto postulado
debia formularse di-
ciendo que se pue-
den trazar infinitas
rectas paralelas por
ese punto exterior.
Para Riemann, el
axioma decia que

por un punto exterior a una recta no es po-
sible trazar ninguna recta paralela a la
dada. Y a patir de estos cambios contrarios
alaintuicion, desarrollaron teoremas ana-
logos a los deducidos por Euclides... y no
se encontrd ninguna contradiccion. Eran
MODELOS correctos de geometria. Es mas,
encontraron modelos de mundos en los
que sus axiomas se cumplian. Para la
Geometria Hiperbdlica de Lobachesky,
el mundo es de forma seudoesférica. Para
la Geometria Riemanniana, es unaesfera.
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