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LLaa  AAXXIIOOMMAATTIIZZAACCIIÓÓNN ddee  uunnaa
tteeoorrííaa  ffuuee  eessttuuddiiaaddaa  ppoorr
AARRIISSTTÓÓTTEELLEESS yy  ppeerrffeeccttaammeenn--
ttee  ppllaassmmaaddaa  eenn  llaa  ccoonncceepp--
cciióónn  ddee  llaa  GGeeoommeettrrííaa  ddee  EEUU--
CCLLIIDDEESS qquuee  nnooss  lleeggóó  eenn  ssuu  llii--
bbrroo  LLooss  EElleemmeennttooss.. SSeeggúúnn
eessttaa  ffoorrmmaa  cclláássiiccaa,,  uunnaa  tteeoo--
rrííaa  aaxxiioommááttiiccaa  ssoobbrree  uunnaa  rree--
aalliiddaadd  eess  aaqquueellllaa  qquuee  ssee  oorr--
ggaanniizzaa  aallrreeddeeddoorr  ddee  uunn  ccoonn--
jjuunnttoo  ddee  CCOONNCCEEPPTTOOSS

PPRRIIMMIITTIIVVOOSS ddee  vveerrddaaddeess  ddee

llaass  qquuee  ssee  oobbttiieenneenn  llooss  rreess--
ttaanntteess  ccoonncceeppttooss..  AAddeemmááss
eexxiisstteenn  llooss  AAXXIIOOMMAASS,,  uunnaass
ppooccaass  vveerrddaaddeess  ggeenneerraalleess
qquuee  ssee  aacceeppttaann  ccoommoo  vveerr--
ddaaddeerraass  yy  qquuee  nnoo  rreeqquuiieerreenn
sseerr  ddeemmoossttrraaddaass..  TTooddaass
llaass  aaffiirrmmaacciioonneess  ddee  llaa  tteeoo--
rrííaa  ddeebbeenn  eessttaarr  bbaassaaddaass  eenn
llooss  ccoonncceeppttooss  yy  llooss  aaxxiioommaass
yy  ddeebbeenn  ddeedduucciirrssee  ddee  eellllooss..
ÉÉssttee  eerraa  eell  mmooddeelloo  ddee  tteeoo--
rrííaa  aaxxiioommááttiiccaa  ddee  FFrreeggee..

Después de más de 2.500 años de crecimiento continuo en su saber, los matemáticos de fi-
nales del siglo XIX y comienzos del XX entraron en una fase muy particular de reflexión
sobre lo que las matemáticas ‘eran realmente’. Comenzaron una introspección crítica de su
saber para determinar qué estructura tenía la matemática, cuáles eran sus fundamentos
o cuál era el alcance de este campo del saber. Conozcamos primero la estructura axio-
mática de la matemática, para conocer posteriormente la crisis de sus fundamentos.
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GOTTLOB FREGE fue el
primer matemático
que se tomó en serio

la necesidad de conocer
el alcance lógico de las
matemáticas, es decir,
quiso conocer la res-
puesta a la pregunta
¿pueden las matemáticas
reducirse a pura lógica?
Su empeño lo desarrolló
en la formalización de la
aritmética, creando una
TTEEOORRÍÍAA IINNTTUUIITTIIVVAA de con-
juntos que, ironías de la

historia, resultó no ser co-
rrecta una vez que Fre-
ge la hubo acabado. DA-
VID HILBERT, de ideas muy
contrarias a las de Fre-
ge, con el que mantuvo
una correpondencia cien-
tífica muy disputada, fue
defensor también de la
axiomatización de las
matemáticas, aunque su
espíritu era más abierto y
ambicioso, si bien algo al-
tivo, que el del solitario
y huraño Frege.

LLaass  ppiieezzaass  ddeell
ppuuzzzzllee  ssoonn
llooss  aaxxiioommaass  yy
llooss  ccoonncceeppttooss
pprriinncciippaalleess
llaass  DDEEFFIINNIICCIIOO--
NNEESS,, ccoommoo  llaass
llllaammaabbaa  EEuu--
cclliiddeess..  OObbsseerr--
vvaa  qquuéé  ssiimm--
pplleess  ssoonn..

Apesar de la aparente rigidez de un sistema
axiomático, la libertad de cambiar, eliminar
o agregar axiomas es total para el matemá-

tico. Otra cosa es que esos cambios permitan
generar la teoría sin errores y que tenga un al-
cance similar al de la teoría original. Una pieza
puede cambiar por completo el puzzle final. Esa
pieza puede ser el Axioma V de Euclides. De

los axiomas de Euclides,
el quinto fue siempre
controvertido. A pesar
de la aparente evidencia
que refleja durante si-
glos, se pensó  que podía
ser un teorema y no un
axioma, es decir, que se
podía deducir
de los res-
tantes y
que por
tanto era
innecesa-
rio. 

Afinales del siglo XIX y de modo in-
dependiente, Lobachevsky, Bolyai, y
Riemann se cues-

tionaron qué sucede-
ría si de los axiomas
de Euclides cambia-
mos  el quinto postu-
lado y mantenemos
los restantes. ¿Sería
posible que este nue-
vo sistema de axio-
mas también explica-
ra la geometría? ¿sería una teoría absur-
da o, por lo contrario, sólo otra forma
de entender la geometría? Sus respues-
tas fueron asombrosas.

Para Bolyai y Lo-
bachesky, el
quinto postulado

debía formularse di-
ciendo que se pue-
den trazar infinitas
rectas paralelas por
ese punto exterior.
Para Riemann, el
axioma decía que

por un punto exterior a una recta no es po-
sible trazar ninguna recta paralela a la
dada. Y a patir de estos cambios contrarios
a la intuición, desarrollaron teoremas aná-
logos a los deducidos por Euclides... y no
se encontró ninguna contradicción. Eran
MODELOS correctos de geometría. Es más,
encontraron modelos de mundos en los
que sus axiomas se cumplían. Para la 
Geometría Hiperbólica de Lobachesky,
el mundo es de forma seudoesférica. Para
la Geometría Riemanniana, es una esfera. 

LLooss  aaxxiioommaass  yy  ddee--
ffiinniicciioonneess    ssee  ‘‘mmeezz--
ccllaann’’  ppaarraa  pprroodduucciirr
oottrraass  vveerrddaaddeess  ddee
llaa  tteeoorrííaa::  llooss
TTEEOORREEmmaass..

LLooss  tteeoorreemmaass
oobbtteenniiddooss  ssee
cc oo mm bb ii nn aa nn
eennttrree  ssíí  ppaarraa
pprroodduucciirr  nnuuee--
vvooss  tteeoorreemmaass
ssoobbrree  llaa  ggeeoo--
mmeettrrííaa..

AAllgguunnooss  tteeoorreemmaass  ssoonn
mmuuyy  iimmppoorrttaanntteess  yy  ppaassaann
aa  eennggrroossaarr  llooss  ffuunnddaammeenn--
ttooss  ddee  llaa  tteeoorrííaa..
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EEUUCCLLIIDDEESS ((FFRRAAGGMMEENNTTOO DDEE ‘‘LLAA EESSCCUUEELLAA DDEE AATTEENNAASS’’,,  DDEE RRAAFFAAEELL DDEE SSAANNZZIIOO))

NNIINNGGUUNNAA PPAARRAALLEELLAA ==
RRIIEEMMAANNNN

EESSFFEERRAA

Los EElleemmeennttooss de Euclides desarrollan todo el conocimiento geométrico de su época bajo una estructura
axiomática, la primera de la historia. Su teoría permaneció casi sin variación hasta finales del siglo XIX.
Las reglas de la Geometría fueron durante todo ese tiempo las que se recogieron en su libro. 

Si imaginamos la geometría -como cualquier otra parte de las matemáticas- como un gran puzzle podemos
comprender el papel que juega cada elemento -axiomas, teoremas- en su desarrollo.

DEFINICIÓN 1.
Un punto es lo
que no tiene
partes.

DEFINICIÓN 12.
Un ángulo agu-
do es el ángulo
menor de un
recto.

AXIOMA 1. Dados
dos puntos cua-
lesquiera se pue-
de trazar una rec-
ta que los una.

TEOREMA. Los ángulos de lados pa-
ralelos son iguales.

TEOREMA. En un triángulo a lados
iguales se oponen ángulos iguales.

AXIOMA 1. Todos
los ángulos rec-
tos son iguales
entre sí.

AXIOMA 5. Por un
punto exterior a
una recta puede
trazarse una y sólo
una recta paralela
a la dada.

La Geometría pasa a ser el
conjunto de verdades -teo-
remas- que son ciertas a
partir de estas reglas de
construcción. Toda verdad
que se deduzca de estas
reglas del juego debe acep-
tarse como verdadera.

AAXXIIOOMMAA::  llaass  vveerrddaaddeess  ddee  uunnaa  tteeoorrííaa
aacceeppttaaddaass  ssiinn  ddeemmoossttrraacciióónn..
TTEEOORREEMMAA::  llaass  vveerrddaaddeess  ddeedduucciiddaass  aa
ppaarrttiirr  ddee  llooss  aaxxiioommaass  yy  ddee  oottrrooss
tteeoorreemmaass  pprreevviiooss..
PPOOSSTTUULLAADDOO ::  ssiinnóónniimmoo  ddee  aaxxiioommaa..
UUssaaddoo  ppoorr  EEuucclliiddeess..

CCOONNCCEEPPTTOO PPRRIIMMAARRIIOO::  llooss  ccoonncceeppttooss
mmíínniimmooss  ppaarraa  ccoonnssttrruuiirr  llaa  tteeoorrííaa..
CCOORROOLLAARRIIOO::  uunnaa  vveerrddaadd  qquuee  ssee
ddeedduuccee  ttrriivviiaallmmeennttee  ddee  uunn  tteeoorreemmaa..
PPRROOPPOOSSIICCIIÓÓNN ::  vveerrddaadd  ddee  rraannggoo
mmeennoorr  qquuee  tteeoorreemmaa..  
LLEEMMAA::  tteeoorreemmaa  uuttiilliizzaaddoo  ppaarraa
ddeemmoossttrraarr  llaa  vveerrddaadd  ddee  oottrroo  tteeoorreemmaa..
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11  PPAARRAALLEELLAA ==  EEUUCCLLIIDDEESS

PPLLAANNOO

IINNFFIINNIITTAASS PPAARRAALLEELLAASS ==
LLOOBBAACCHHEESSKKYY
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